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一种求解应变软化岩体中球腔问题的数值方法 
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摘  要：均匀地应力场中球形洞室开挖问题可以简化为空间轴对称问题，为分析和评价球形洞室开挖的稳定性，采用有限差

分方法对平衡方程与变形协调方程进行离散，将洞室围岩潜在塑性区划分为一系列的球壳，并考虑岩体的应变软化行为，可

以得到满足线性 Mohr-Coulomb（H-C）准则和非线性 Hoek-Brown（H-B）屈服准则的围岩体塑性区范围及相应的应力与变

形分布。计算结果表明，随着离散步的增加，数值解逐渐收敛，文中解与已有文献的结果完全吻合，且计算效率更高。对一

组强度参数遵循 CWFS（黏聚力弱化与摩擦角强化）规律的围岩体内塑性区范围、变形与应力的分布进行了分析，并与常规

的应变软化模型的计算结果进行了对比，CWFS 模型的结果更合理一些。 
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A numerical method for analyzing problems of a spherical cavity 
in strain-softening rock mass 
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Abstract: Excavation of a spherical cavity in an infinite isotropic rock mass subject to a hydrostatic stress field can be regarded as an 
axisymmetric problem. In order to analyze and evaluate the stability of the excavation of 3D spherical cavity, by invoking the finite 
difference approximation of the equilibrium and compatibility equations, the distributions of displacement and stress in the potential 
plastic zone which is divided into a series of spherical shell can be obtained from the outmost shell for which the boundary is known 
to innermost of the spherical cavity in a successive manner. Linear strain-softening behavior is taken into account, and linear 
Mohr-Coulomb(H-C) criterion and nonlinear Hoek-Brown(H-B) yield criterion are employed respectively in the procedure. With the 
increment of the number of the spherical shell, a convergent numerical solution is gotten, and the presented procedure is validated 
through case studies. On the basis of it, a set of strength parameters which obey cohesion weakening and frictional strengthening 
law(CWFS model) is studied and the corresponding solution is analyzed. Comparisons of the results from CWFS model and the 
normal strain-softening model are made and the results from CWFS model seem more reasonable. 
Keywords: strain-softening; spherical cavity; yield criterion; finite difference approximation; numerical solution 
 

1  引  言 

岩土材料的本构关系可分为理想弹塑性、弹脆

塑性、应变硬化和应变软化关系，前 3 种本构模型

已有相当成熟的方法求解相关的问题，而应变软化

问题远比前几种复杂，因为应变软化关系不满足应

力空间中的 Drucker 公设，峰值后的应力-应变关系

出现了负斜率，导致传统的弹塑性理论中增量应力-

应变矩阵出现奇异或者负定，使得解变得不稳定或

不惟一[12]。 
在岩土工程的实践中多数岩土材料在工程载荷

作用下表现为应变软化，研究应变软化问题的解析

解或者研究模拟应变软化行为的数值方法具有重要

的工程意义。 
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均匀初始应力场中圆形或球形洞室开挖问题是

岩土工程中的基本问题之一。就圆形洞室问题而言，

Brown 等[3]综述了早期前人的工作，即考虑 Hoek- 
Brown 准则的弹脆塑性问题的封闭解和应变软化问

题的数值解。Ogawa[4]导出了隧洞围岩体内位移的

解析解，研究了剪胀角和屈服准则的影响。Yu[5]分

别考虑了 Mohr-Coulomb(H-C)准则和 Hoek-Brown 
(H-B)准则提出了圆形洞室脆塑性问题的封闭解。

Sharan[67]改进了弹脆塑性问题的解，针对 H-B 准

则，提出了弹脆塑性问题简单而准确的解答。Park
等[8]针对以上工作做了简洁的述略，得出了分别考

虑Mohr-Coulomb准则和Hoek-Brown准则的圆形洞

室弹脆塑性问题的解析解，对比了塑性区域弹性应

变的不同假设得出的位移结果。 
对于应变软化问题，Brown 等[3]是最早进行圆

形洞室开挖问题分析的，随后 Alonso 等[9]针对圆形

洞 室 的 应 变 软 化 问 题 得 出 了 自 相 似 解 答

（self-similar solutions），并详细讨论了强度参数对

地层响应曲线（ground reaction curve）的影响。Lee
等[10]将圆形洞室围岩内形成的塑性区划分为一系

列的同心圆环，对平衡方程和协调方程等进行差分

离散，采用差分方法求解，得到了软化区与残余强

度区尺寸以及相应的位移分布。Wang 等[11]将应变

软化问题的求解转化为求解一系列脆塑性问题，避

免了直接采用经典的弹塑性理论分析应变软化过程

出现的所谓“软化率的极限值”的限制问题，得出

了有意义的解答。Lu 等[12]基于 Hoek-Brown 准则提

出了圆形洞室应变软化问题的解析解。 
以上主要针对可以简化为平面应变情形的圆形

洞室开挖问题而开展的研究，对于球形洞室开挖问

题，Wang 等[1314]基于弹脆塑性理论得出了三维球

腔弹脆塑性问题的封闭解，并进一步将本构模型拓

展至应变软化问题，将峰值后区段分解为一系列脆

塑性跌落过程，得出了对应问题的半解析解。 
本文考虑三维球形洞室开挖问题（以下简称“球

腔问题”），将 Lee 等[10]提出的一种针对圆形洞室应

变软化问题的差分方法拓广至空间球腔问题，将软

化区域分为一系列同心球腔，然后利用差分方法进

行求解，验证了方法与编制的程序的正确性，并对

一组 CWFS 模型参数进行了分析。 

2  研究问题的描述 

图 1 为在岩土体内开挖球形洞室的三维问题。

由图可见，洞室内半径为 0r ，表面受内压 ip 作用，

在无限远区域受到静水压力 0 ，随着内表面均匀分

布的压力沿开挖面不断的减小，洞室的开挖可以被

看作应力不断被释放的过程，当洞壁内压小于某一

极限值时，洞室围岩体内将形成一定范围的塑性区。

支护内压越小，则塑性区半径越大。这些条件下由

于问题的对称性，位移、应变、应力可以被表示成

洞室半径的函数，而且    。 

 
(a) 三维球腔塑性区分布 

 
(b) 球腔围岩内主应力 

图 1  三维球腔塑性区分布和球腔围岩主应力 
Fig.1 Distribution of three-dimensional spherical cavity 
plastic zone and surrounding rock principal stresses of 

spherical cavity 
 

2.1  岩土材料应力-应变曲线 
如果将岩土材料在加载过程中的应力-应变关

系划分为前区的弹性段与后区的塑性段，则岩土材

料的本构关系可以用图 2 中的 4 条曲线即理想弹 

 
图 2  几种理想化的应力-应变曲线 

Fig.2  Several idealized stress-strain curves 
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脆塑性①、应变软化②、理想弹塑性③和应变硬化

④形象的描述。 
在经典的弹塑性理论框架下，无论采用何种屈

服准则、塑性势，理想弹塑性、应变硬化及弹脆塑

性本构模型的数值模拟，均可参考相关教材及文       
献[1315]，其中 Zheng 等[15]从理论角度对脆塑性岩

体的分析及其数值方法进行了系统地研究，指出采

用经典弹塑性理论分析应变软化问题时应变软化的

负斜率的绝对值应当小于某一极限值，否则弹塑性

本构积分将是无意义的 

2.2  弹性区拉梅解答 
如果洞室围岩体在开挖过后仍处于弹性状态，

位移和应力就可以通过拉梅解答得到，径向位移可

以被表示成 3 2
0 0( ) / 4 ( / )ip G r r  ，其中 G 为剪切

模量；r 为位移对应处的半径；  、 r 分别为最大

主应力与最小主应力， r 、  可以表示为 

3
0 0 i 0( )( / )r p r r            （1） 

3
0 0 i 00.5( )( / )p r r            （2） 

本文假定受压为正。 
2.3  屈服准则与塑性势函数 

岩土工程中较为常用的屈服准则是 M-C 准则

和 H-B 准则，本文分别考虑这两个屈服准则。由于

屈服准则的形式不一，为计算方便，参考文献[10]
的形式，M-C 准则在主应力空间表达式为 

 

 p MC p( , , ) ( , )r r rF H             （3） 

式中： p 为在应变软化过程中控制强度参数演化的

软化参数，一般定义为偏塑性应变： 

 p p p
r                 （4） 

虽然Alonso等[9]认为没有普遍的方法定义应变

软化参数，但式（4）是目前相关研究中被广泛接受

的一种定义方式。式（3）中的 MC p( , )rH   为                                     

 MC p p p
r( , ) ( ( ) 1) ( )rH N Y          （5） 

N、Y 的公式为 

 

p
p

p

p p
p

p

1 sin ( )( )
1 sin ( )
2 ( ) cos ( )( )

1 sin ( )

N

cY

 


 

  
 


  


  

       （6） 

式中其他符号意义同前。 
H-B 准则在主应力空间可以表示为 

 p HB p( , , ) ( , )r r rF H            （7） 

式中： 为内摩擦角； c 为黏聚力； 
p( )

HB p p p p
c p

c

( , ) ( ) ( ) ( )
( )

r
rH m s

 


     
 

 
  

 
 

（8） 
式中： c 为岩体单轴抗压强度；m、s、 为 H-B
准则的强度参数。为简便起见，这里 取 0.5（ 详

细的讨论参考文献[16]）。 
对于塑性势函数的选择，选取与 M-C 屈服准则

形式相同的势函数，势函数可以表示为 

 p p( , , ) ( )r rG k              （9） 

式中： p( )k  为剪胀系数， 

 
p

p
p

1 sin ( )( )
1 sin ( )

k  


 





     （10） 

式中：为剪胀角。当  时，此时塑性流动法则

为关联的流动法则；当  时，流动法则是非关联

的。当 p( ) 1k   ，屈服时就没有塑性体积应变发生。 
依据流动法则可以得到径向塑性应变与环向塑

性应变之间的关系： 

 p p pd ( )dr k              （11） 

2.4  参数的演化方程 
式（5）、（10）、（11）中强度参数是 p 的函数，

在塑性阶段假定这些参数可以用塑性偏应变 p 的

线性函数来描述： 
p

p p*
p p r p*p

p p*
r

( ) ,    (0 )
( )

,     ( )

    
 

  


    

 

（12） 

式中：为、c、m、s、 ； p* 为临界偏塑性应

变，预示着残余状态的开始，其值应当由试验确定。

下标“p”以及“r”分别代表峰值和残余值。 
2.5  临界内压力 pc 

随着洞室内压减小，塑性区首先在洞壁处产生。

当洞室表面内压小于某个临界值 cp ，塑性区域就会

形成。 
对于 M-C 屈服准则，将式（1）、（2）代入式（3），

利用 0r r 可得临界压力： 

 M-C
c 0(3/ 2 ) /( 1/ 2)p Y N       （13） 

式中：N、Y 为 p( )N  、 p( )Y  的峰值。 
对于 H-B 屈服准则，将式（1）代入式（7），
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利用 0r r ，可得临界压力： 

H-B 2
c 0 c 0 c2 / 3 ( ( / 3) / / 3)p m m s m         

                                （14） 
式中：m、s 分别为 p( )m  、 p( )s  的峰值。 

根据式（1），当塑性区形成时弹塑性交界面上

的径向应力 R 是与临界内压 cp 相等的，即 

 R p c( )r R p           （15） 

3  应变软化模型的求解过程 

考虑应变软化模型时塑性区半径、应力和位移

的解析解答是非常困难的，将文献[10]中的方法推

广至三维情形，用差分方式求解三维球腔问题。 

极坐标系统下平衡方程、相容方程、应变-位移

关系分别为 

 

d 2 0
d

d
0

d
d ;    
d

rr

r

r

r r

r r
u u
r r



 



 

  

 

   


   



  


        （16） 

如图 3 所示，将塑性区分成 n 个同心的球壳，

第 i 个球壳的两个边界用无量纲半径分别为 

( 1) ( 1) p/i ir R   ; ( ) ( ) p/i ir R      （17） 

式中： pR 为塑性区半径。应注意，每个球壳的厚度

都是不同的，在求解过程中自动确定，具体在后文

讨论。 

 

图 3  分成若干个球壳的塑性区域 
Fig.3  Plastic zone with finite number of spherical shell 

 
在塑性区的最外侧 (0) 1  ，应力和应变分量为 

 
R

(0)

(0) 0 R
3 1
2 2

r




  

  
 

      （18） 

 
e 0 0

e

0 0

1 [( ) 2 ( )]

1 [(1 )( ) ( )]

r
r

r

E

E






    
      

     
     



 （19） 

式中： 、E 分别为泊松比和弹性模量。 
令每个球壳间的径向应力增量为 

 Ri
r

p
n





             （20） 

则第 ( 1)i  个球壳和第 i 个球壳的径向应力间的关

系为 

 ( ) ( 1)r i r i r              （21） 

对于充分大的 n 可以近似得到环向应力：           

  
p

( ) ( ) 1( , )i r i ir iH            （22） 

因此 

 ( ) ( 1)i i               （23） 

应用虎克定律可得 

 
e

( )( )
e

( )( )

1 21
1

r ir i

ii E 

 
  

             
  （24） 

由于 n 充分大，并且 

 p/r R           （25） 

由式（16）第一式与式（3）或式（7）得到 

 
pd ( , )2 0

d
r rH  
 

      （26） 

对于式（26）利用差分形式可表示为 

 
p

( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( 1)

4 ( , )
0r i r i r i i

i i i i

H   
   

 

 


 

 
   （27） 

式中： 

( ) ( ) ( 1)( ) / 2r i r i r i            （28） 

则无量纲半径可表示为 

 
p

( ) ( 1)
( ) ( 1)p

( ) ( 1)

4 ( , )
4 ( , )

r i i r
i i

r i i r

H
H

  
 

  





 


 
    （29） 

在塑性区，总应变可以分解为弹性应变与塑性

r




( 1)i 

( )iip

0 p/r R 

0 1 

弹-塑性区域 
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应变： 

 
e p

e p
r r r

  

  
  

      
   

         （30） 

利用式（27）和式（16）第二式可以得到 

 
p p p e e ed d

d d
r r        

   
 

        （31） 

或者写为 

p p p e pd d ( , )1
d d

r rH
E

       
   

 
    （32） 

联立式（32）和式（11），（24），（29）可得 

p
( 1) ( )

( ) ( )

1 1(1 2 )i i
i i

k  

 
      

 

e p
( ) ( ) ( 1) p p

( 1) ( 1)
( ) ( ) ( )

( , )1 1 ( )i r i i
i r i

i i i

H
E




    
  


 

 
   


                                    

   （33） 

或 

( ) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( 1)

( ) / 2

(1 sin ) /(1 sin )
i i i

i i ik
  

 


  

  
   
   （34） 

对应的 p
( )r i 可以通过式（11）求解，因而偏塑

性应变可更新为 

 p p p p
( ) ( 1) ( ) ( )( )i i i r i              （35） 

第 i 个球壳的总应变为 

 
e p

( ) ( 1) ( ) ( )
e p

( ) ( 1) ( ) ( )

r i r i r i r i

i i i i   

   
   





                  
   （36） 

由于 u r  ，则无量纲化的位移可以通过式

（37）求解（此处无量纲化的位移即用 ( ) ( ) pi iU u R

来表示，以利于叙述过程的简洁）。 

 ( ) ( ) ( )i i iU             （37） 

当计算进行到最后一步时此时的 ( )ir 是容易得

到的，即为内半径 0r ，因而 

 
 

0
p

n

rR


              （38） 

由于上面的过程已得到每一步的的 ( )iU ，从而

径向位移就可以得到，即 

 ( ) ( ) pi iu U R          （39） 

根据上述求解过程的描述，随着 n 的增加，显

然数值解会收敛到精确解。简要计算步骤如下： 
计算准备：计算 cp ，若 c0 ip p≤ ，则 R cp  ；

若 cip p≥ ，则没有塑性区形成，整个区域都为弹 
性。 

R( )r ip n             （40） 

(0) R (0) 0 R;  3 2 1 2r         （41） 

(0) R 0

(0) 0 R

( ) (2 )

( ) (4 )

r G

G

  

  

  


  
       （42） 

p p p
(0) (0) (0)0;  0;  0r           （43） 

(0) 1               （44） 

(0) (0) (0) (0)U             （45） 

(0) p              （46） 

式中： 0r 为球型洞室的半径； 0 洞室开挖前的初始

应力；E、  分别为杨氏模量和泊松比； ip 为球型

洞室最内侧表面的压力； p 、 r 为参数的峰值和

残余值（对于 M-C 岩体，代表 c、 、；对 H-B
岩体，代表 c 、m、s、 ）； p* 为临界偏塑性应

变；n 为球腔划分数量。 
塑性区各环的计算： 

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1);   ( ) 2r i r i r i r i r i            
（47） 

p p
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)( , ) ;   ( , )i r i i i r i iH H H H       

（48） 

( ) ( ) ( )i r i iH            （49） 

( ) ( ) ( ) ( 1);   r i r i i i              （50） 

( ) ( 1) ( ) ( )(4 ) (4 )i i i r i rH H        （51） 

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1);   ( ) 2i i i i i i           （52） 

e
( )( )

e
( )( )

1 21
1

r ir i

ii E 

 
  

             
   （53） 
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( 1) ( 1) ( 1)

p
( )

e p
( ) ( ) ( 1) p p

( 1) ( 1)
( ) ( ) ( )

( 1)
( ) ( )

(1 sin ) /(1 sin )

( , )1 1 ( )

1 1(1 2 )

i i i

i

i r i i
i r i

i i i

i
i i

k

H
E

k






 



    
  

 

  


 



  

 

 
   


 


 

（54） 
p p
( ) ( 1) ( )r i i ik               （55） 

p p p p p p
( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( );   r i r i r i i i i              （56） 

e p
( ) ( 1) ( ) ( )

e p
( ) ( 1) ( ) ( )

r i r i r i r i

i i i i   

   

   




     


     
     （57） 

p p p p
( ) ( 1) ( ) ( )( )i i i r i             （58） 

p p*
( ) ( ) ( )

p p*
( ) p p ( )

, (0 )

( ) , ( )
i i i

i r i

U    

     

   


   
  （59） 

p p* p p*
( ) p p ( )

p p*
( )

( )( ), (0 )

, ( )

i r i

i r

       

   

     


 ≥
 

（60） 

重复上面 14 步 n 次，可得 ( )r n ip  以及 ( )n   

0 pr R ，所以就有 p 0 ( )nR r  ，每一步的径向位移

也就可以通过 ( ) ( ) pi iu U R 得到。 

4   数值结果及其分析 

4.1  本文方法的收敛性 

对于章节 3 中叙述的过程，应用 Matlab 进行相

应的程序编制，分析计算结果之前，首先要考查一

下计算方法的正确性与收敛性，这里分析了 M-C 准

则和 H-B 准则作为屈服条件的 2 组数据，临界剪切

塑性应变均取为 0.025，计算结果如图 4 所示。对于

M-C 岩体，由图 4(a)可以看出，当划分的球壳越多，

即随着 n 不断增大，结果将收敛于一个稳定值，此

时可以认为它是收敛的。例如，当 600n  时，4uG  

0 0 c( ( )) 59.0r p   ； 1 200n  时， 0 0 c4 ( ( ))uG r p    

5.78； 3 600n  时， 0 0 c4 ( ( )) 57.1uG r p   ，则 n   
600 和 1 200n  时的相对误差分别为 3.38%和

2.20%， 1 200n  时数值结果是可以接受的。对于

H-B 岩体，由图 4(b)可以看出结果也是在不断的收

敛，当 600n  ， 0 0 c4 ( ( )) 17.9uG r p   ； 1 200n 
时， 0 0 c4 ( ( )) 17.86uG r p   。 1 200n  时， 04 (uG r  

0 c( )) 17.77p   ，则 600n  和 1 200n  时的相对

误差分别为 1.24%与 0.51%，同样可以认为当

1 200n  时结果是收敛的。 
 

 
(a) M-C 岩体 

 
(b) H-C 岩体 

图 4  M-C 和 H-C 岩体的计算收敛图 
Fig.4  Convergence of dimensionless displacement in 

plastic zone for M-C and H-B rock 
 

4.2  结果对比与分析 

为了验证本文方法的正确性，将本文计算的相

关算例与已有文献的结果进行了对比。 
4.2.1 M-C 岩体结果对比 

对于 M-C 软化岩体，选择参数：0 50 mr  ， 0   
25 MPa， 0 MPaip  ，E  15.5 GPa ，  0.25 ， ip   
0 MPa， p 46  °， r  36°， 30  °， p 1.0 MPac  ，

r 0.1 MPac  ， *  0.025。 
利用本文方法，计算出的塑性半径为 84.7 m，

由文献[14]的计算的结果为 84.4 m，误差为 0.27%。

对于塑性区的位移，取最内侧的点进行了计算，采

用无量纲量 0 0 c4 ( ( )) 57.0uG r p   ，而文献[14]的
结果为 55.0，误差为 3.63%。 

径向应力和切向应力的对比如图 5(a)所示。选

取了 3 个不同的临界剪切塑性应变，分别为 0.250、
0.025、0.002 5，与文献[14]进行了对比，结果一致。

图 5(b)为不同软化速率所产生的位移的对比，结果

完全吻合。 
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(a) 岩体径向、切向应力的对比 

 
(b) 岩体径向位移的对比 

图 5  M-C 岩体径向、切向应力和径向位移的对比 
Fig.5  Comparison of radial and tangential stresses, radial 

displacement for M-C rock 
 

图 6 为 M-C 软化岩体的地层反应曲线，对于理

想弹脆塑性和理想弹塑性对应的解析解，结果也完

全一致。 
 

 
图 6  M-C 岩体的地层反应曲线 

Fig.6  Ground reaction curves of strain-softening 
M-C rock mass 

 
4.2.2 H-B 岩体结果对比 

对于 H-B 软化岩体，选择的参数为 0 50 mr  ，

0  25 MPa，E  15.5 MPa，  0.25 ， c  30 MPa，

p 3.9m  ， r 0.46m  ， ps  0.022， rs  0.000 5 ， p   

r 30  °， * 0.025  。 

本文方法算得的塑性区半径和无量纲位移分别

为 73.4 m 和 17.8，文献[14]的结果为 73.6 和 18.6，

误差分别为 0.27%，4.3%。 
对于 H-B 软化岩体，相应的应力和位移对比  

如图 7 所示。选择 3 个临界剪切塑性应变（0.250， 
0.025，0.002 5），结果完全相同。图 8 为 H-B 软化

岩体的地层反应曲线。同样对于理想弹脆塑性和理

想弹塑性问题，也非常一致。 
 

 
(a) 岩体径向应力与切向应力对比 

 
(b) 岩体径向位移对比 

图 7  H-R 岩体径向、切向应力和径向位移的对比 
Fig.7  Comparison of radial and tangential stresses, radial 

displacement for H-B rock 
 

 
图 8  H-B 岩体的地层反应曲线 

Fig.8  Ground reaction curves for strain-softening 
H-B rock mass 

4.2.3 结果分析 
 对于 M-C 岩体，从图 5、6 可见，当软化速率

不同时，它们的塑性半径，位移，应力的行为将完
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全不同，当 * 42.5 10   时， p 0 1.88r r  ， 0( / )u r  

0 c4 /( ) 127G p   ，它的曲线非常接近理想弹脆塑

性的值；当 * 22.5 10   时， p 0 1.69r r  ， 0( / )4 /u r G  

0 c( ) 57p   ；当 * 22.0 10   时， p 0r r  1.74，

0 0 c( / )4 /( ) 71u r G p   ，可见尽管软化速率的改变

不大，但结果仍旧有很大的差别，所以软化速率对

于结果的影响非常大，当 * 1.0  时， p 0 1.19r r  ，

0 0 c( / )4 /( ) 4u r G p   ，这时的曲线较为接近理想

弹塑性。所以，随着临界剪切塑性应变的减少，软

化行为逐渐向理想脆塑性过渡，而临界剪切塑性应

变的增加，又将不断逼近理想弹塑性行为。因此，

当临界剪切塑性应变很小时 *( 2.5   410 ) ，可以

认为它是理想弹脆塑性的；当临界剪切塑性应变足

够大时 *( 1.0)  ，可以认为它是理想弹塑性的。对

于 H-B 软化岩体，同样符合上述趋势。 
此外，对上述具有应变软化行为的岩体，与峰

值相比，残余强度值较小，由图 6、8 呈现的变化规

律表明，径向位移会随着内压减小迅速增加，尤其

对于应变软化速率（ * 较小）较大的岩体，在内压

接近 0 时，变形快速增加，而施加较小的内压可以

约束较大的位移。例如，图 6 中当 0ip   0.057时，

无量纲位移为 5.60；当 0 0.027 5ip   时，无量纲

位移为 13.20；当 0 0.003 9ip   时，无量纲位移为

64.94。图 8 中当 0 0.074 8ip   时，无量纲位移为

12.63；当 0 0.036 1ip   时，无量纲位移为 28.42；
当 0 0.005 2ip   时，无量纲位移为 84.33。由此可

见，选择合适的时机进行围岩支护，既可以避免围

岩体产生较大的变形，又可以减少作用在支护结构

上的压力。 
4.2.4 CWFS 模型的应用 

沈珠江院士[17]认为岩土材料的抗剪强度由黏

聚力和内摩擦力两部分组成，凝聚力在变形不大时

就达到峰值，而摩擦力只有发生相当大的变形后才

能充分发挥。Hajiabdolmajid 等[18]采用不同的本构

模型分析了地下实验室围岩破坏区与变形的分布，

其中黏聚力弱化与摩擦角强化（CWFS）模型得到

的结果与围岩破坏区形态能较好地吻合。CWFS 模

型与沈珠江院士关于强度参数演化规律的思想完全

一致。 
这里对一组强度参数遵循 CWFS（黏聚力弱化

与摩擦角强化）规律的围岩体内变形与应力等的  
分布进行了研究。计算参数：隧洞半径 0r  1.75 m，

E  15 GPa，泊松比 0.2  ， p 10 MPac  ， rc   
0.1 MPa ，摩擦角峰值和残余值分别为 p 22  °，

r 50  °，剪胀角 p 0  ， r 0  。软化参数选为 *   

0.003，初始地应力 0 50 MPa  。 
采用文中方法得到的计算结果如图 9～11 所

示。为便于比较，图中还给出了 1 组黏聚力与摩擦

角同时弱化的计算结果，对应的摩擦角为 p 50  °，

r 22  °，其他参数相同。 
 

 
图 9  CWFS 模型与常规软化模型的地层反应曲线 

Fig.9  Ground reaction curves of CWFS model and regular 
strain-softening model  

 
图 10  CWFS 模型与常规软化模型的应力变化曲线 
Fig.10  Stress curves of CWFS model and regular 

strain-softening model 
 

 
图 11  CWFS 模型与常规软化模型的塑性区变化曲线 

Fig.11  Curves of plastic zone of CWFS model and regular 
strain-softening mode 

 
对 CWFS 模型，由于峰值强度对应的摩擦角

p( 22 )  °相对较小，内压 i 16.81 MPap  时围岩出

现塑性区。对于常规应变软化模型（黏聚力与摩擦

角同时弱化）， p 50  ° ，较 CWFS 模型中内摩擦

角大，围岩出现塑性区时对应的内压较小， ip   
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2.49 MPa 时围岩出现塑性区。但是，CWFS 模型中

摩擦强度随变形增加其作用增强（即摩擦角随塑性

变形的增加而增加），围岩塑性区相对较小，围岩的

变形也较小。由图可见，CWFS 模型中应力变化较

为平缓，而常规软化模型中应力变化较为剧烈。 

5  结  语 

本文将文献[10]中的方法拓展到三维情形，给

出了求解均匀地应力场中球形洞室应变软化问题的

差分方法，编制了岩体服从 M-C 和 H-B 屈服准则

的计算程序，通过与已有计算结果比较，验证了方

法的正确性。对一组强度参数遵循 CWFS 规律的球

形洞室围岩进行了分析，得到了围岩体内塑性区、

变形与应力等的分布。 

通过与对应的常规应变软化模型的计算结果对

比，虽然 CWFS 模型中对应峰值点强度的摩擦角小

于后者，内压下降过程中，围岩先进入塑性状态（即

CWFS 模型中围岩进入塑性状态的内压大于后者中

的内压)，但内压完全释放后前者的塑性区范围反而

较小，相应的位移也较小。此外，CWFS 模型得到

的应力变化更加平缓一些。 
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